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2 恒等式・割り算の問題 
A 

8 
 42 =+- zyx より， yxz 24 +-=  ・・・① 

 これを 732 -=-+ zyx に代入し，整理すると， 555 =- yx  1-=\ xy  ・・・② 

 ②を①に代入し，整理すると， 2+= xz  ・・・③ 

 ②，③を 1832 222 =++ czbyax に代入し，左辺を xについて整理すると， 

 ( ) ( ) 1812212432 2 =+++-+++ cbxcbxcba  

 これは xの恒等式だから，
ï
î

ï
í

ì
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 これを解くことにより， 1,3,9 ==-= cba  

9 

 与式を xについて降べきの順に整理すると， ( ) 12 22 +---- yyayx  

 ここで， ( ) 012 22 =+---- yyayx を xについての 2 次方程式とみなすと， 

 解の公式により， 
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 よって， 
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 これが 1 次式の積であるならば， ( ) 4229 22 -+-- ayay は 1 次式である。 

このとき ( ) 04229 22 =-+-- ayay は重解をもつから， 

判別式をDとすると， 

0=D および ( ){ } ( ) ( )1024492
4

222 -+-=----= aaaaD
より， 0102 2 =-+ aa  

これと ( )( )252102 2 -+=-+ aaaa より， 2,
2
5

-=a  

逆に 2,
2
5

-=a のとき， ( ) 12 22 +---- yyayx は 1 次式の積に因数分解できる。 

よって， 2,
2
5

-=a  
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 ( )xf を a+2x で割った余り 

  割り算を実行すると， ( ) ( )( ) ( ) 2310252102 222 +-+--++-++= aaaaa xxxxxf  

よって，余りは ( ) 2310252 2 +-+-- aaa x  
 ( )xf を実数の範囲で因数分解 

  ( ) ( )( ) ( ) 2310252102 222 +-+--++-++= aaaaa xxxxxf において， 

  余り ( ) 2310252 2 +-+-- aaa x が 0 となるa が， 

すなわち 025 =-- a かつ 023102 =+- aa を満たすa が存在すればよく， 
このとき ( )xf は実数の範囲で因数分解され， ( ) ( )( )10222 +-++= aa xxxxf となる。 

そこで，連立方程式
ïî

ï
í
ì

=+-

=--

02310

025
2 aa

a
を解くと， 

025 =-- a の解は 25 -=a ， 023102 =+- aa の解は 25 ±=a だから， 25 -=a  
これを ( ) ( )( )10222 +-++= aa xxxxf に代入すると， 

( ) ( )( )25225 22 +++-+= xxxxf  ( )( )25225 22 +++-+\ xxx  

11 

 BA, は tについての 2 次方程式 ( ) 02 =++- ABtBAt  ・・・① の解である。 

条件より， 17924 23 ++=+-- xABxxx  61024 23 +--=\ xxxAB  ・・・② 

 また， 542 2 -+=+ xxBA  ・・・③ 
②，③を①に代入すると， 

( ) 061024542 2322 =+--+-+- xxxtxxt  

解の公式により， 

( ){ } ( )
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また， 7924 23 +-- xxx を多項式 Aで割った余りが 1+x であることから， 
多項式 Aの次数は 1 より大きい。 

よって， 32,222 2 -=-+= xBxxA  
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 1=x のとき 
( ) 027 =- f より， ( ) 02 =f  ・・・① 

 2=x のとき 
  ( ) ( )2846 ff =-  

  これと①より， ( ) 04 =f  ・・・② 

 4=x のとき 
  ( ) ( )42484 ff =-  

  これと②より， ( ) 08 =f  ・・・③ 

 ①，②，③および ( )xf の 3x の係数が 1 であることから， 

 
( ) ( )( )( )

645614

842
23 -+-=

---=

xxx

xxxxf

　　
 

 逆に， ( ) ( )( )( )842 ---= xxxxf とすると， 

 ( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )( )42188824222828 ----=----=- xxxxxxxxxfx  

 ( ) ( ) ( )( )( )( )8421818 ----=- xxxxxfx となり，すべての実数 xに対して 

( ) ( ) ( ) ( )xfxxfx 1828 -=- を満たす。 

よって， ( ) 645614 23 -+-= xxxxf  

13 

 ( )xP を ( ) ( )21 2 -+ xx で割った商を ( )xA ，余りを cbxax ++2 とすると， 

( ) ( ) ( ) ( ) cbxaxxAxxxP +++-+= 22 21  ・・・① と表される。 

また， ( )xP を ( )21+x で割った余りが 25 +x であることから， 

余り cbxax ++2 は ( ) 251 2 +++ xxa  ・・・② と表せる。 

よって，①，②より， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 25121 22 ++++-+= xxaxAxxxP  ・・・③ 
2-x で割ると 3 余ることから， ( ) 32 =P  ・・・④ 

③，④より， ( ) ( ) ( ) ( ) 32251222212 22 =+×+++-+ aA  1-=\a  

これを②に代入し，整理することにより，求める余りは 132 ++- xx  
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 ( ) 10 =f より， ( ) 12 ++= bxaxxf とおくと， ( ) 1242 ++= bxaxxf  

 したがって， ( )2xf を ( )xf で割った商を 12 ++ cxx とおくと， 

 ( )( )111 2224 ++++=++ cxxbxaxbxax  

 すなわち ( ) ( ) ( ) 111 23424 ++++++++=++ xcbxbcaxbacaxbxax  

 これは xについての恒等式だから， 

0=+ bac  ・・・① 

かつ 
 bbca =++ 1  ・・・② 

かつ 

0=+ cb  ・・・③ 

③より， cb -=  ・・・④ 

④を①，②に代入し，それぞれを整理すると， 
 ( ) 01 =-ac  ・・・⑤ 

 かつ 

 012 =--- acc  ・・・⑥ 
 ⑤より， 0=c または 1=a  

 したがって， 

0=c のとき 

④より 0=b ，⑥より 1-=a  

1=a のとき 
⑥を整理すると， ( )( ) 021 =-+ cc  

これと④より， ( ) ( ) ( )2,2,1,1, --=cb  

よって， ( ) ( ) ( ) ( )2,2,1,1,1,1,0,0,1,, ---=cba  

 ゆえに， ( )xf は 12,1,1 222 +-+++- xxxxx  

補足 

 ( )2xf を ( )xf で割りし，余りが 0 となるような ba, を求めてもよい。 
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 商を ( )xQ ，余りを bax + とおくと， ( ) ( ) ( ) baxxQxxx ++++=+ 11 225  ・・・① 

 012 =++ xx の解は虚数解で，その 1 つをw とすると， 012 =++ ww  ・・・② 
 また， 012 =++ ww より， ( ) ( ) 011 3232 =-=++=++ wwwwwww  13 =\w  ・・・③ 

 w=x のとき 

①の左辺は，②，③より， 

( ) ( ){ }
( )

1

1

2

222

222325

--=
=
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w
w

www

wwwww

　　　　

　　　　

　　　　  

①の右辺は，②より， 

( ) ( ) babaQ +=++++ wwwww 12  
 よって， ba +=-- ww 1  ( ) 011 =+++\ ba w  

 w は虚数だから， 1,1 -=-= ba  

 ゆえに，余りは 1--x  

16 

解法 1 
 ( )xP を ( )1-xx で割った商を ( )xA ，余りを bax + とすると， ( ) ( ) ( ) baxxAxxxP ++-= 1  

 よって， ( ) bP =0 ， ( ) baP +=1  

 これと ( ) 10 =P ， ( ) 21 =P より， 2,1 =+= bab  1==\ ba  

 ゆえに， ( ) ( ) ( ) 11 ++-= xxAxxxP  

 これより， 

 

( ) ( ) ( )
( )( ){ } ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ){ } ( ) 32112
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 よって， ( ) ( ) 3222 += AP  

これと ( ) 02 =P より， ( ) 0322 =+A  ( )
2
32 -=\ A  

ここで， ( )xA を定数とすると， ( )
2
3

-=xA  

よって， ( ) ( ) 1
2
5

2
31

2
31 2 ++-=++÷
ø
ö

ç
è
æ-×-= xxxxxxP  

最高次の係数が 1 でないから，不適 
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( ) a+= xxA とすると， ( ) a+= 22A より，
2
32 -=+ a すなわち

2
7

-=a  ( )
2
7

-=\ xxA  

 よって， 

( ) ( )

1
2
9

2
9

1
2
71

23 ++-=

++÷
ø
ö

ç
è
æ --=

xxx

xxxxxP

　　

 

これは最高次の係数が 1 であることを満たす。 

ゆえに，条件を満たす整式 ( )xP で最も次数の低いものは ( ) 1
2
9

2
9 23 ++-= xxxxP  

解法 2 

ポイント 
( ) ( ) ( ) 21,10,02 === PPP の 3 つしかないから， 

( ) 01
2

2
1

1 axaxaxaxxP n
n

n
n

n +++++= -
-

-
-  とおいて， 

0=n から順に調べればすぐ見つかる。 

解 

 ( ) 01
2

2
1

1 axaxaxaxxP n
n

n
n

n +++++= -
-

-
-  とすると， 

 ( ) 10 =P より， 10 =a  

 よって， ( ) 11
2

2
1

1 +++++= -
-

-
- xaxaxaxxP n

n
n

n
n   

 0=n のとき 
  ( ) 1=xP  

  これは ( ) ( ) 21,02 == PP を満たさない。よって，不適 

1=n のとき 
( ) 1+= xxP  

これは ( ) 02 =P を満たさない。よって，不適 

2=n のとき 

( ) 11
2 ++= xaxxP  

( ) 02 =P より， 0124 1 =++ a すなわち
2
5

1 -=a  

よって， ( ) 1
2
52 +-= xxxP  

ところが，これは ( ) 21 =P を満たさない。よって，不適 

 3=n のとき 

  ( ) 11
2

2
3 +++= xaxaxxP  

  ( ) 02 =P より， 01248 12 =+++ aa  942 21 -=+\ aa  ・・・① 

  ( ) 21 =P より， 211 12 =+++ aa  021 =+\ aa  ・・・② 
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  ①かつ②より，
2
9,

2
9

21 -== aa  

  よって， ( ) 1
2
9

2
9 23 ++-= xxxxP  

 ゆえに，最も次数の低い ( )xP は ( ) 1
2
9

2
9 23 ++-= xxxxP  

17 

(1) 

解法 1 

 多項式 ( )xf が ( )xf
x

fx =÷
ø
ö

ç
è
æ 14 を満たすことから， ÷

ø
ö

ç
è
æ
x

fx 14 は多項式である。 

よって， ( ) 01
1

1 axaxaxaxf n
n

n
n ++++= -

-  ( )0¹na とおくと， 

÷
ø
ö

ç
è
æ
x

fx 14 が多項式であるためにはその最も次数の低い項の次数が0以上であることが必要。 

これと，最も次数の低い項の次数は， n
n

n
n xaxax -- =× 44 より， n-4 であることから， 

04 ³- n すなわち 4£n  
よって， ( )xf の次数は 4 以下である。 

解法 2 
 ( )xf の次数を n，最も次数の低い項の次数を mn - ( )nm ££0 とすると， 

 恒等式 ( )xf
x

fx =÷
ø
ö

ç
è
æ 14 において，左辺の次数は ( ){ } mnmn +-=--+ 44  

 これと右辺 ( )xf の次数が nであることから， nmn =+-4  
2

4+
=\
mn  

 また， nm ££0 より，
2

4
2

42 +
£

+
£

nm  

よって，
2

42 +
££
nn より， 4,3,2=n  

 ゆえに， ( )xf の次数は 4 以下である。 

(2) 

 (1)より， ( ) edxcxbxaxxf ++++= 234 とおく。 

 すると，(A)の恒等式は edxcxbxaxe
x

d
x

c
x

b
x

ax ++++=
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+×+÷
ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ 234

234
4 1111  

 すなわち edxcxbxaxabxcxdxex ++++=++++ 234234  dbea ==\ ,  

 よって， ( ) abxcxbxaxxf ++++= 234  ・・・① 
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 (B)の恒等式は，①より， 

( ) ( ) ( ) ( ) abxcxbxaxaxbxcxbxa ++++=+-+-+-+- 234234 1111  

 これに， 0=x を代入すると， aabcba =++++  02 =++\ cba  ・・・② 

 1-=x を代入すると， abcbaabcba +-+-=++++ 24816  045 =++\ cba  ・・・③ 

 また，(C)については，①より， 1=++++ abcba  122 =++\ cba  ・・・④ 
 ②，③，④の連立方程式を解くことにより， 3,2,1 =-== cba  

 これを①に代入することにより， ( ) 1232 234 +-+-= xxxxxf  

 逆に， ( ) 1232 234 +-+-= xxxxxf とすると，(A),(B),(C)が成り立つ。 

よって， ( ) 1232 234 +-+-= xxxxxf  

18 

解法 1 
( )xP を ( )xQ で割った商を ( )xA ，余りを bax + （ ba, の少なくとも一方は 0 でない） 

とすると， ( ) ( ) ( ) baxxAxQxP ++= より， 

( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )[ ] ( )22

22

22

2

2

baxxAbaxxAxQxQ

baxbaxxAxQxAxQ

baxxAxQxP

++++=

++++=

++=

　　　　

　　　　  

ここで， ( )2bax + については， ( ){ }2xP は ( )xQ で割り切れることから， 

定数 kを用いて ( ) ( )xkQbax =+ 2 と表せる。 

よって， ( )2bax + は 2 次式で， ( ) ( )21 bax
k

xQ +=  

 ゆえに， ( ) 0=xQ は重解
a
b

- をもつ。 

解法 2 
 ( ) 0=xQ が重解をもたないと仮定する。 

つまり，異なる 2 つの解 ba , をもつと仮定すると， 

( )xQ は 0 でない実数 aを用いて ( ) ( )( )ba --= xxaxQ と表せる。 

 これと ( ){ }2xP が ( )xQ で割り切れることから， 

因数定理により， ( ){ } ( ){ } 0,0 22 == ba PP  
よって， ( ) ( ) 0== ba PP  

ところが， ( )xP は ( )xQ で割り切れない。 

すなわち ( ) 0¹aP または ( ) 0¹bP である。 

したがって， ( ) 0=xQ が重解をもたないと仮定する矛盾が生じる。 

ゆえに， ( ) 0=xQ は重解をもつ。 


